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Wechselwirkungen zwischen Polygonalisation und Antrieb bei
Eisenbahnrädern
E. Brommundt
Nimmt man an, daß der lokale Materialabrieb bei Eisenbahnrädern eine Funktion des jeweiligen Schlupfes mit
zunächst konstanten Verschleißbeiwerten ist, kann man die Zu- oder Abnahme einer Anfangs—Unrundheit rech‘
nerisch verfolgen. Der Antrieb, das Bremsen und auch Difi‘erenzen zwischen den Radien beider Räder eines
Radsatzes wirken sich auf den Verschleiß aus, wie umgekehrt die ungleichförmigen Radien ungleichfo'rmige
Traktionen an den beiden Rädern zur Folge haben. Ändern sich durch den Verschleiß die Oberflächeneigen-
schaften lokal, verfestigt sich zum Beispiel der Werkstoff, so kann man dies durch orts- und zeitabhängige
Verschleißkoefiizienten berücksichtigen.
Am Beispiel eines einzelnen Radsatzes wird eine Untersuchungsmethode vorgestellt, mit der man solche Vor-
gänge erfassen und Erfahrungen anpassen kann. Das Modell wird so gewählt, daß es überschaubar und
durchsichtig bleibt. Nach der Methode der kleinen Parameter und der multiplen Zeitskalen gewinnt man aus
den Bewegungsgleichungen und dem Verschleißansatz ein System stark nichtlinearer partieller Differential-
gleichungen, die man entweder unmittelbar numerisch untersucht oder durch eine Fouriertransformation in ein
unendliches System nichtlinearer gewöhnlicher Differentialgleichungen überführt, das man bei einer
bestimmten Ordnung abbricht und dann numerisch löst. Wir verzichten hier darauf, die Entwicklungen nach
den kleinen Parametern im einzelnen darzulegen, vgl. Brommundt (1996).
1 Das Modell
Der Radsatz nach Bild l besteht aus zwei starren zylindrischen Rädern l und 2 mit ungefähr gleichen Durch—
messern, die fest auf einer biegestarren, doch torsionsnachgiebigen Achse sitzen. Er rollt auf einem ideal
ebenen, starren Gleis. In den Radmitten greifen senkrecht die Lasten FL an, in Achsmitte wird das
Antriebsmoment MA eingeleitet. Das mit der konstanten Geschwindigkeit 1) laufende Fahrzeug wird im
Modell symbolisch durch einen Vorgelegebalken wiedergegeben, der mit den Achszapfen durch Feder-
D'ampfer—Parallelschaltungen verbunden ist.
Die Räder sind schwach unrund. In Bild 2 bedeutet (pi = (pi(t)‚ i = l, 2 den Drehwinkel. Für die Radien Ri
setzen wir an
R,- z RAW,» 86'!) = R00 + 85,0411» £610) (1)
Dabei ist RO der Nennradius, e ein kleiner Parameter (wir setzen e = 0.001) , und S, erfaßt die Unrundhei-
ten; Si hat die Größenordnung 1, formal: S = 0(1). Mit dem Argument wt. erfassen wir den Ort auf dem
Umfang, mit ec‘t die Zeitabhängigkeit von R1 bzw. Si. Der Faktor 86] bei der Zeit t bedeutet, daß sich Ri
bzw. S, nur langsam mit der Zeit ändern. Der Exponent 61 muß experimentell bestimmt werden, wir denken
hier an CS1 z 2 bis 3. Der einfacheren Schreibweise halber führen wir die langsame Zeit
t (2)
ein und schreiben Rim!“ 1?), Sim/i, T) .
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 Bild 1. Das Modell
Aus Bild 2 liest man für den Kontaktwinkel [3,- die folgende Bedingung ab:
  
öRi .
cosßa—w (mm, —s1nßRi ‚W45, = 0
l
Mit in 8 linearen Gliedern erhält man daraus
~ 85-
€Bi((pi’ T 3: ßi((pi’ T) Z 8—,“
) 5W; (cpm)
Dann gilt für die Radien Rf zu den Kontaktpunkten C
Ric :Ri((pi + Bi? T) = Ri((pi + 86i! T) z Ri((pi’ T)
Bild 2. Unrundes Rad
(3)
(4)
(5)
Da wir die R5 nur an den Kontaktpunkten oder deren Umgebungen brauchen, schreiben wir wegen des letzten
Ausdrucks von Gleichung (5) statt Gleichung (l)
Ri = Ri((pi‚ T) = R0“ + SSiÜPi: 17))
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i=l,2 (6)
2 Die Bewegungsgleichungen
Wir erfassen die Bewegung des Radsatzes als Ganzes durch die Längsbewegung x(t)‚ gegenüber dem Fahrzeug
gemessen, und den Gierwinkel 'y2 = y(t) , vgl. Bild l. Die Drehungen (pl-(t) der Räder schreiben wir als mitt-
lere Drehung cp(t) und Abweichung 0((t) in der Form
010) = <90) + (x0) (Mt) = cp(r) — oc(t) <7)
Wir benutzen die folgenden Systemparameter:
m - Masse des Radsatzes
Jx - Massenmoment des Radsatzes um die Hochachse
J], — Massenmoment des Radsatzes um die Drehachse
J — Massenmoment eines Rades um seine Drehachse
k — Steifigkeit einer Längsfeder
kT - Torsionssteifigkeit der Achse
b — Dämpferkonstante eines Längsdämpfers
R0 - Nennradius
ax — halbe Spurweite (8)
af — halbe Federweite
MA — Antriebsmoment
FL - Radlast (einschließlich Gewicht)
FM — Normalkräfte
Fri A — Tangentialkräfte
1) - Fahrgeschwindigkeit
(20 = 1) / R0 - Nennwert der Winkelgeschwindigkeit.
Die linearisierten Bewegungsgleichungen lauten
Mi+Bi+Kz=f (9)
mit
Tz=WaJJ) Om
ZJQOO 000 0 000 0
02100 000 0 04kT0 0
1"1‘00mO B2002170 K:002k0 (11)
\0001_\‚) Looozbaf. 0002m}
FTlRf+FT2R§—FN18ROB1—FN28R0[32+MA
f: FERIC *1:an ‘FNIERoßl +FN28R0ß2
(12)
‘Fn ‘FT;
af FTx — af FT2 + JP S2071
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Die Normalkräfte setzen wir
FN = FNZ = FL (13)
l
Für die Tangentialkräfte setzen wir entsprechend der linearen Kalkerschen Theorie (Kalker, 1990)
FTi = abGCllvi =:F*v,. i=1,2 (14)
und die vi bedeuten die Schlüpfe
v1 = [u + x — ad —(¢ + amp»
(15)
v2 = [b + 5c + afl —(¢> — o'c)R§]/v
Im Kreiselglied Jp 90 Y, von Gleichung (12) gilt
y] = (R; — Rf')/2a„ (16)
In den Gleichungen (9) bis (16) hängen alle Variablen von der Zeit t in zweifacher Weise ab, nämlich einmal
von der „schnellen Zeit“ t und - weil sich die Parameter durch denVerschleiß allmählich andern - auch von der
langsamen Zeit ”c = es‘t . Zum Beispiel gilt für die Zeitableitung von (p = (p(t,’C) = (p(t, amt)
_fl_§9+ga.3_¢=;¢+£m}, (17>
dt at a:
dabei steht acp / at =: für die Ableitung nach dem ersten und Öcp/ d’r :: (p für die Ableitung nach dem zwei—
ten Argument. Wegen 80‘ << e kann man bei den „Kurzzeitbewegungen“ die Terme mit (p und erst recht die
oo
mit go vernachlässigen.
3 Bezogene Schreibweise und Variablentransformation
Wir machen alle Parameter und Variablen dimensionslos, indem wir sie auf die folgenden gewählten Bezugs-
größen beziehen:
Länge: LB = 0,5 m Geschwindigkeit: DB = 30 m/s Masse: m3 = 1000 kg (l8)
Von LB, 1) B, m B kann man andere Bezugsgrößen ableiten, zum Beispiel
Drehfrequenz: QB = DB/LB = 60 rad/s z 10 Hz (19)
Kraft: FB mB nie/L3 = 1,8 - 106N
Die Koordinaten skalieren wir mit Hilfe von 8 auf die Größenordnung l. Alle dimensionslosen - und skalier-
ten - Größen kennzeichnen wir durch eine Tilde. Es gelten
r-
Hizflßt =QBT a§=leB eä=oc EY=Y (20)
ö = Q/QB :Ö0(1+ 5(73) (21)II
(T) erfaßt die Abweichung vom gleichförmigen Lauf.
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Wir wählen den folgenden Satz bezogener Parameter
a, = 1,43 5,. = 2,0 R0 = 0,9 n7 N
7,, = 0,34 fiL = 0,03 F" = 6,0 k =
MA = MA/(SLBFB) : 0,0...i 5,0 13 =
Irn Anschluß an die Gleichungen (l7) und (21) schreiben wir
o N 52(6, E) = 520(1 + ecT)(cp, 5))
1,1 i = 0,16
6,0 12T = 5,0
U/DB = 0,5 2,5
= (22)
(23)
sehen also die Winkelgeschwindigkeit w auch die anderen Koordinaten als Funktion des Winkels (p und der
langsamen Zeit E an. Dann gilt
_ do__a_nd_<p
dt a<p dt
wo Q’ = SSE/8(1) . Dimensionslos lautet Gleichung (24)
  
d2 N N N „ff = o'o = 8936'
dt‘
In gleicher Näherung folgen
51261 N „„ d2“
—:5' = Qä 0€ 3:
dz dt‘
2 +861... : Q’Q
Für die Rf aus Gleichung (5) ergibt sich wegen Gleichung (7) und oc = e 6c
1?," = 1300 + 251(65))
und y] aus Gleichung (16) führt auf
d7] = eöomsg N 50/251,
Z?
Für die Schlüpfe aus der Gleichung (15) erhält man
v1 = 8V]:
v2 2392 =
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132‘: §0(1 + £S2((p,33))
spe/R0 N y’ägiäo N a) N 61’ N 5,]
e[§'/1§0 + Via/E0 N ö + ä’ N 52]
(24)
(25)
(26)
(27)
(28)
(29)
4 Dimensionslose Form der Bewegungsgleichungen
Für die folgenden Untersuchungen ist es günstig, die Schlüpfe V1, V2 aus den Gleichungen (29) mit in die
Bewegungsgleichungen (9) usw. aufzunehmen.
Wir setzen, vgl. Gleichung (10),
„T = VT) (an au n (w V2)) (30)
und erhalten an Stelle von Gleichung (9) usw. und den Gleichungen (29)
M3u"+Mj‘u'+M3u=r (31)
mit
o 0 0 0 0 0 ZJÖä o 0 0 0 0
0 2mg 0 0 0 0 0 0 0 0 o 0
‚. 0 0 m5.)? 0 0 0 1. o 0 25s") 0 0 0
M2 = 0 ~~2 M1 = 0 “Nr (32)0 o o 1,920 0 0 o 0 0 2bafgo 0 o
o 0 0 o 0 0 o 1 —1/E0 Liv/7) 0 0
o 0 0 0 0 0 0 —1 —1/R0 —ä,/R0 0 0
0 0 o 0 JO?“ —EOF* ’FLROSi ‘ FLROS’Ä + MA
0 413T 0 o 43015" E01? —FLRoS{+FLRoS£
1 2/? 15* F 0M0: 0 0 „0N, N W N „N r = N N N (33>
O O 0 2kaf ——a‚-F afF JpgäRO /2äx .(55 _Sl’)
1 0 o o 1 o _S
l
1 0 o 0 0 _52
Für einige spätere Interpretationen ist es günstiger, öformal als Ableitung der kleinen in (p enthaltenen
Winkelschwankung 17| ((pfi) anzusehen:
(I) = fi’ (34)
Dann setzen wir an Stelle der Gleichungen (30), (31) usw.
WT = (2*, VT) = ((fi, (155,17), (0„ 92)) (35>
und
Mzw” + le’ + Mow = r (36)
mit
~2~ „ „ „ „ c, T
M2 = (QOM 0] M] 2 (9013 0] M0 = (K —R0F C j (37)
0 0 C 0 0 I
Hier bedeuten l\7I, Ü und K die mit den dimensionslosen Parametern geschriebenen Matrizen (l l), I steht für
die 2 x 2 Einheitsmatrix, und C steht für die Rechteckmatrix
1 1 —1/1?e'0 äv/ÄO
C= N ‘ N (38)
1 —1 —l/R0 —Ei./R0
Ä
Die Gleichungen (31) und (36) sind linear. Unabhängige Variable ist der in 51((p, ’f) und 52((p, ?) steckende
Winkel (p, f ist Parameter.
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5 Verschleißansätze
Den Verschleiß an den Rädern setzen wir proportional zum Quadrat der momentanen Schlüpfe, also proportio-
nal zur Leistung der Schlupfkräfte an
SGI öRi(cp, r)
81
Dabei ist 8‘" der Faktor aus Gleichung (1), und 803 bedeutet, daß der Verschleißbeiwert (€63 bm)klein ist.
= —e°2 19m. v?(<p, 1:)1) i = 1, 2 (39)
In dimensionsloser Schreibweise und mit
bei = EGZ—GIH bei (40)
lautet Gleichung (39)
8S. ‚E .. „ N
—'’2‘3 ) = win—w») i: L2 <40T
Die langsame Zeit? kann als zurückgelegte Strecke („Laufleistung“) angesehen werden. Gemeinsam mit den
Gleichungen (30), (31) usw. oder den Gleichungen (35), (36) usw. bilden die Gleichungen (41) ein System
(stark) nichtlinearer partieller Differentalgleichungen mit den unabhängigen Variablen (p und 5 .
In den Gleichungen (39) und (41) haben wir angenommen, daß der Abrieb nur am Kontaktpunkt stattfindet.
Will man auch den Abrieb in einem Winkelbereich (p — 61 < X < (p + 62 um den Kontaktpunkt erfassen,
kann man zum Beispiel statt Gleichung (41) wie folgt ansetzen:
as ~ W5287: z _b... lth — ‚am im (42)80—51
und G (w) hat etwa die Form nach Bild 3
 
l - w
-51 0 62 .
Bild 3. Ausgedehnter Verschleißbereich
Oben haben wir zunächst an konstante Verschleißbeiwerte Em. gedacht. Falls durch den Verschleiß eine Ände—
rung der Oberflächeneigenschaften auftritt, kann man orts— und zeitabhängige Verschleißbeiwerte einführen:
bm = 5m, f) (43)
Man muß dann für die Em. Evolutionsgleichungen formulieren, die die Änderung der Oberflächeneigenschaf—
ten erfassen.
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6 Untersuchung des Verschleißverlaufs mit einem Fourier-Ansatz
Wir arbeiten mit den dimensionslosen Gleichungen von vorne, lassen jedoch die Tilden weg.
Für die jeweiligen Verschleißformen Si((p, I) setzen wir Fourier-Reihen an (j := \/-—l)t
00
310(1) + 2(3imh) cos mp + §,_m(r)sinn(p)
n=l
(r) epr mp)
nz—oo
ll51'093 1:)
H
Die reelle Form ist für anschauliche Interpretationen günstiger, die komplexe für die Rechnungen. Es gilt
A
510(17) = 510(1)
Sim) z 0,5 („im -13. ) für n i 0
l.\'n
Si(_n)(‘t) = conj(§,-n(‘c)) — conj(...) = komplex konjugiert
(44)
(45)
Setzt man Gleichung (44) auf der rechten Seite von Gleichung (31) bzw. Gleichung (36) ein, so hat man es mit
periodisch erregten Schwingungen zu tun. Sieht man von den Einschwingvorgängen ab, kann man die Lösung
von Gleichung (31) Oder Gleichung (36) — also die erzwungenen Schwingungen — gewinnen, indem man für
u((p‚ ’c) bzw. w((p, I) Fourierreihen entsprechend den Gleichungen (44), (45) ansetzt. Die so gewonnenen
Ausdrücke muß man dann in die Verschleißgleichungen aus Abschnitt 5 einarbeiten. Im folgenden Abschnitt 7
untersuchen wir die Ubertragungseigenschaften der Kurzzeitgleichungen, die Verschleißrechnung folgt im
Abschnitt 8.
7 Das Übertragungsverhalten von den Unrundheiten zu den Schlüpfen
Für die bezüglich (p konstanten Fourierterme 9,0(1) berechnet man aus Gleichung (31) usw.
010(1) = —(MA/ROF* + $10 — 320/2
II020(1) —(MA/ROF* — 510 + "20)/2
Für n 7: O arbeiten wir mit den Gleichungen (35), (36) usw. und erhalten - komplex — zwischen
Wn = (im 9,.) exp(j n (p) Sm = 3m exp(j n (p)
die Beziehungen
(—„2 oä M+anOB + K)2„ —RO F* CT (‚n = jn<r1 Em + r2 $2”)
und
WO
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(46)
(47)
(48)
(49)
rlr = (41120, —FLR0, 0, —J„ Q23 R0 l2as) (50)
1‘sz (‘FLRov FLRO’ 0’ J1) 9(2) RO/Zax)
Diese Gleichungen kann man in zweierlei Weise lösen :
Fragt man nach den Schwingungen des Radsatzes, also nach in ‚ so setzt man {In aus Gleichung (49) in Glei-
chung (48) ein und löst nach in auf:
[K— n2 (23 M +jn(§20 B + RO F* CT
(51)
=R0 F* CT[(—1, 0)T§m + (0, —1)T§2n] +jn(r‚ 3m + 53%)
Zur Dämpfungsmatrix B mit in der Regel recht kleinen Elementen tritt hier additiv die positiv semidefinite
Matrix
2 0 —2/RO 0
* T * 0 2 o 2ax/RO
F C C = R F 52
R0 0 —2/R0 0 2/123 0 ( )
0 ZaX/RO o 2af/Rg
mit in der Regel großen Elementen hinzu. Dies macht Gleichung (51) unzugänglich für eine einfache Untersu-
chung auf Resonanzstellen!
Für die Versehleißuntersuchung muß man aus den Gleichungen (48), (49) die Schwingungen z” climinicrcn
und diese Gleichungen nach den Schlüpfen auflösen
{I +jnR0F" C[K — nzflgM +anOB]_l CT}9 =
n
(53)
(—1, 0)T§1” + (0, —1)T Sh + n2 C[K — n2 (23 M +anO 13]“l (r1 EM + r2 52,1)
Auch diese Lösungen lassen sich nicht unmittelbar aus der Sicht der Schwingungslehre interpretieren.
Da es sich bei Gleichung (53) um eine lineare Beziehung handelt, kann man sie mit Hilfe von Transferfunktio—
nen schreiben:
on = = H(n) = [MW WW] 31” (54)
VZn Sz„ h2101) h22(”) 52"
Unter den Bedingungen unseres Modells gilt
h11(”) = h22(”) h12(”) = h2i(”) (55)
Man berechnet die Transferfunktionen am besten unmittelbar nach den Ansätzen (47) - ohne formale Teileli—
mination - numerisch aus Gleichung (31) oder Gleichung (36).
Im Abschnitt 9, Bilder 4 und 5, zeigen wir beispielhaft zwei Verläufe hik(n) .
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8 Die Verschleißrechnung
Wir behandeln hier nur den einfachsten Fall, nämlich den nach Gleichung (41). Setzt man dort die reelle Fou-
rierentwicklung nach Gleichung (44) ein, erhält man
a—i 3,002) + 2(Sicn(’c)cosntp + 3M (T)Sinn(p):l = —b„‚. Vl-2((p, T) i= 1, 2 (56)
71:1
Die Fourierentwicklung der rechten Seite führt auf
A 27:
’ä z ‘bwzglvilt‘ld‘p0
A 27:
aSicn _ 1 2 ‘
at _bW Tc {vi ((p‚1:)cosn(pd(p
(57)
A 27:
85.. 1 -a: = _bm; Jv?((p‚*c)smntpdtp
0
n = l, , 0°
Dies ist ein (stark) nichtlineares unendliches System gewöhnlicher Differentialgleichungen. Dabei sind die
Fourierkoeffizienten der Vi((p, T) über die Transferfunktionen nach den Gleichungen (46) und (54) mit den
SAM s 5.[cm 7 1m verknüpft.
Bemerkungen
l, Die Fourierentwicklungen auf den rechten Seiten der Gleichungen (57) können leicht mit Hilfe der Fourier—
koeffizienten der vm angeschrieben werden.
2. Auch eine Regularisierung der rechten Seiten der Gleichungen (56) gemäß Gleichung (42) läßt sich leicht
in die Gleichungen (57) einarbeiten.
3. Bei periodischen Blankstellen oder Verfestigungen auf dem Radumfang kann man auch die b„i(tp‚ T) als
Fourierreihen der Form (44) anschreiben. Über die (langsame) Entwicklung der Fourierkoeffizienten der
bm- muß man geeignete Annahmen treffen, so daß man sie berechnen kann.
4. Zur numerischen Lösung muß man das unendliche Gleichungssystem — sagen wir mit der Ordnung N -
abbrechen. (Bei 3 m Radumfang und einer Aufstandslänge von 2 cm kommt man auf N = 75, wenn “eine
halbe Sinuswelle“ der Aufstandslänge entsprechen soll.)
5. Die Überlegungen gelten zunächst nur für konstante Fahrgeschwindigkeiten 1). Falls man allerdings an—
nimmt, daß die Fahrgeschwindigkeit über 1: stufenförmig wechselt, kann man Verschleißperioden mit un-
terschiedlichen, doch jeweils festen D beliebig aneinanderhängen, solange die Einschwingzeiten klein sind.
(Die Form des Anfangswertproblems hat zur Folge, daß die Palmgren—Miner—Regel hier nicht gilt!)
9 Beispiele
Aus der Fülle der möglichen Frage- und Aufgabenstellungen geben wir einige (mit N = 12) numerisch
gewonnene Ergebnisse zu den in Gleichung (22) genannten Parametern wieder.
Die Bilder 4 und 5 zeigen die Transferfunktionen für B = 1 bzw. 1") = 2 (entsprechend den Fahrgeschwindig—
keiten 108 km/h bzw. 216 km/h). Bei der höheren Geschwindigkeit wirken sich (mit den gewählten Parame—
tern!) die niederen Harmonischen n stärker aus.
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Bild 4. Transferfunktionen hkl für T) = 1
h1 =Re I111, h2 = Im h“, h3 = Re [112,114 = Im 1212
hi"A”—”“"‘ ' ~ \fi-w-\_„„.„._____ä\x\w n ‘7
//‚o l
Z:
0,5 3 3
2.
Z2 r t
o {\. ‚ _
Bild 5. Transferfunktionen hkl für T) = 2
h1 = Re h“, h2 = Im 1111,};3 = Re 1112, h4 = Im h12
- 1und A71A = 5,0. Die anfangs unterschiedlichBild 6 zeigt den zeitlichen Verlauf der Unrundheiten für f)
unrunden Räder passen ihre Unrundheiten und Durchmesser aneinander an. Bild 7 zeigt die Entwicklung der-
selben Anfangsunrundheiten wie in Bild 6 für T) = 2 und A7]A = 1,0 .
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49/er
Bild 7. Unrundheiten 5,-(Lp, r) für 5 = 2,0 mitll7IA =1,0
Dank
Der Verfasser dankt der Deutschen Forschungsgemeinschaft für die Förderung dieser Untersuchungen.
Literatur
l. Brommundt, E.: A Simple Mechanism for the Polygonalization of Railway Wheels by Wear. Erscheint in
Mechanics Research Communications, (1996).
2. Kalker, J. J .: Three-Dimensional Elastic Bodies in Rolling Contact. Kluwer Academic Publishers,
Dordrecht usw., (1990).
Anschrift: Professor Dr. E. Brommundt, Institut für Technische Mechanik, Technische Universität
Braunschweig, Postfach 3329, D-38023 Braunschweig
284
